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設 B(n) 為正整數 n 的二進為表達式中 1 的數目。例如 B(6) = B(1102) = 2，而
B(15) = B(11112) = 4。判定

exp

(
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B(n)

n(n + 1)

)

是或不是一個有理數，這裡 exp(x) 表示 ex。

解答： 如果在二進位中 n 共有 d 位，那麼 2d−1 ≤ n，因而

B(n) ≤ d ≤ 1 + log2 n

這立即可推出
∑∞

n=1 Γ[B(n)/n(n + 1)] 收斂到一個實數 S，因此在以下的兩種解答
中對收斂級數施行的操作是可以進行的。每個 n 都可以唯一的表示為 n0 + 2n1 +
22n2 + · · ·，其中 ni 取自 < 0, 1 > (並且除了有限多個 i 以外，ni = 0)。由於

1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1

我們可知，若且唯若 n 具有 k + 2i + 2i+1j 的形狀時，ni = 1，這裡 k 是
{0, 1, . . . , 2i − 1} 中的某個數，而 j 屬於 (0, 1, 2, . . .)。於是
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應用等式 1/s(s + 1) = 1/s− 1/(s + 1) 可見，最裡面一層的和數可縮短而
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+ · · · = ln 2，所以
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故 eS 等於有理數 4。

另一方法，我們注意到 B(2m) = B(m), B(2m + 1) = 1 + B(2m) = 1 + B(m)。
於是
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因此 S/2 = ln 2, S = ln 4，因而 exp(S) 是有理數 4。 �
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