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假設對於所有的立方跟方程式 x3 + ax2 + bx + c = 0 皆為實數, 證明最大根和最小根

之間的差異不小於
√
a2 − 3b 和不大於

2√
3

√
a2 − 3b.

解答： 令根為有序的且 r1 ≤ r2 ≤ r3 又令 r2 = r1 + u 和 r3 = r2 + v 其中 u 和 v 為非負.
然後

a = −(r1 + r2 + r3)

b = r1r2 + r2r3 + r3r1

且

a2 − 3b =
1

2
[(r1 − r2)

2 + (r2 − r3)
2 + (r3 − r1)

2]

=
1

2
[u2 + v2 + (u+ v)2] = (u+ v)2 − uv

因為 u 和 v 是非負所以給定

a2 − 3b ≤ (u+ v)2

因為兩兩不同根差異的最大值為 u+ v. 且其至少為
√
a2 − 3b.

另一方面.

u+ v ≤ 2√
3

√
a2 − 3b

⇐⇒ 3(u+ v)2 ≤ 4(a2 − 3b)

⇐⇒ 4(a2 − 3b)− 3(u+ v)2 ≥ 0

又

4(a2 − 3b)− 3(u+ v)2

=4[(u+ v)2 − uv]− 3(u+ v)2

=(u+ v)2 − 4uv

=(u− v)2 ≥ 0

所以證明 4(a2 − 3b)− 3(u+ v)2 ≥ 0 成立，

則其差異 u+ v 最多為
2√
3

√
a2 − 3b �
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