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設n 為一個正整數。考慮一個 3n× 3n 的正方形棋盤，每個格子皆為單位方格，並以
黑白兩色交錯塗色，塗色方式如下：從左上角的格子開始，每隔三條對角線（從右上到左
下的對角線）塗為黑色，其餘格子皆塗為白色。下圖為 n = 3 的一個例子：

你可以進行以下操作任意次：選擇棋盤上的任一個 2 × 2 的正方形區塊，並將其中每
個格子的顏色依照下列規則同步變色：白色 → 橙色、橙色 → 黑色、黑色 → 白色。
求有哪些正整數 n，使得經過有限次上述操作後，可以讓整個棋盤中：所有原本為黑

色的格子變成白色，以及所有原本為白色的格子變成黑色。

解答： 情情情形形形一一一：：：當當當 n 為為為奇奇奇數數數

我們將證明當 n 是奇數時，我們永遠無法將第一列翻轉為目標顏色。

我們將每一格編上「使其變成目標顏色所需的步數」：

– 白色格子需要經過 2 次操作（白 → 橙 → 黑），記為 2。

– 黑色格子只需 1 次操作（黑 → 白），記為 1。

則棋盤的第一列如下，總共會有 3n 項：

2, 2, 1, 2, 2, 1, . . . , 2, 2, 1, 2, 2, 1

若要成功完成顏色翻轉，代表這整列中的每個數字最終都要變成 0。
現在觀察操作效果：若對一個 2 × 2 區塊進行操作，就會有兩個相鄰格子的數值各
減去 1 （也就是它們各自距離目標狀態更近一步）。

接著定義一個不變量總和：

S = 2− 2 + 1− 2 + 2− 1 + · · ·

也就是按照週期序列中的項進行交錯加減（模仿週期性的變化），你會發現不管 n
是多少，這樣的總和 S 會是 1。



而關鍵在於：每次操作只是讓兩個相鄰數字各自減一，這樣的操作不會改變 S 的
值。因此，不管做多少次操作，總和 S 都會維持為 1，這與最終我們希望所有數字
都變成 0（此時 S = 0）矛盾。

所以，當 n 為奇數時，無論怎麼操作都不可能完成顏色翻轉。

情情情形形形二二二：：：當當當 n 為為為偶偶偶數數數

我們只需要證明在 6× 6 的子格中可以達成目標狀態。由於如 12× 12、18× 18 等
可以分割為若干個 6× 6 的重複區塊，因此也可以套用相同方法。

操作步驟：從上到下依序選取每一行，對該行中的每個 2 × 2 區塊進行變色操作，
直到整個格子都完成。

如圖所示，整個變換過程會依以下幾個步驟逐行變換，最終所有黑白互換成功：
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最最最終終終結結結論論論：：：

只有當 n 是偶數時，才有可能成功將棋盤顏色完全翻轉。 �
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