
雙週一題網路數學問題徵答
113 學年度第 1 學期

主辦單位: 中山大學應用數學系

補助單位: 教育部暨中山大學研究發展處

第一題： 113.09.13 公佈，113.09.27 中午 12 點截止

設 0 < x < π
2
，若 tanx = m 時，函數 f(x) =

16

sin6 x
+

81

cos6 x
有最小值 n，求數

對 (m,n) 之值。

解答： 由柯西不等式：

(a21 + a22)(b
2
1 + b22) ≥ (a1b1 + a2b2)

2

令 a1 =
4

sin3 x
, a2 =

9

cos3 x
, b1 = sinx, b2 = cosx

⇒

[(
4

sin3 x

)2

+

(
9

cos3 x

)2
]
[sin2 x+ cos2 x] ≥

(
4

sin3 x
sinx+

9

cos3 x
cosx

)2

(1)

RHS =

(
4

sin2 x
+

9

cos2 x

)2

=

[(
2

sinx

)2

+

(
3

cosx

)2
]2

再由柯西不等式：

⇒

[(
2

sinx

)2

+

(
3

cosx

)2
]
[sin2 x+ cos2 x] ≥ (2 + 3)2

= 25

⇒ RHS =

[(
2

sinx

)2

+

(
3

cosx

)2
]2
≥ 252

= 625 (2)



由(1) 和(2) 可得:

f(x) =
16

sin6 x
+

81

cos6 x

=

(
4

sin3 x

)2

+

(
9

cos3 x

)2 (
sin2 x+ cos2 x

)
≥ 625

∴ f(x) 的最小值 n = 625

在柯西不等式中，等號會成立於
a1
b1

=
a2
b2

⇒

2

sinx
3

cosx

=
sinx

cosx

⇒ tanx =

√
6

3
= m

(m,n) = (

√
6

3
, 625) �
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