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請找出所有符合條件的正整數組合 (a, p)，其中 p 為質數，使得 pa + a4 是一個完全
平方數。

解答： (i) 若若若 p ≥ 5 ：：：

設 pa + a4 = k2 ⇐⇒ pa = (k − a2)(k + a2)

設 k + a2 = pa−x，則 k − a2 = px，相減得: 2a2 = pa−x − px = px(pa−2x − 1)，
設 RHS = px(pa−2x − 1) 和 LHS = 2a2，
接著使用 p-adic valuation(vp(n) = max

{
k ∈ N：pk | n

}
, if n 6= 0)，

因為 vp(p
a−2x − 1) = 0，所以 vp(RHS) = x，又 x = vp(RHS) = vp(LHS) =

vp(2a
2) = 2vp(a) (x 為偶數)，所以設 a = p

x
2 b，其中 (p, b) = 1，

代入得： 2b2 + 1 = pa−2x = pp
x
2 b−2x

=⇒ 2b2 + 1 = pp
x
2 b−2x ≥ p5

x
2 b−2x ≥ pb ≥ 5b

，然而比較 5b 和 2b2 + 1 可發現 5b > 2b2 + 1，矛盾成立。

(ii) 若若若 p = 3 ：：：
3a = (k − a2)(k + a2)

設 k − a2 = 3x，則 k + a2 = 3a−x

相減得： 2a2 = 3x(3a−2x − 1)，同理 (i) v3(RHS) = x = v3(2a
2) = 2v3(a)，

設 a = 3
x
2 b，代入得： 2b2 + 1 = 33

x
2 b−2x，

– 若 b = 1，則 3
x
2 − 2x = 1 =⇒ x = 0, 4 =⇒ (a, p) = (9, 3), (1, 3) 。

– 若 b = 2,，則 2 × 3
x
2 − 2x = 2 ⇐⇒ 3

x
2 − x = 1 =⇒ x = 0, 2 =⇒

(a, p) = (6, 3), (2, 3) 。

– 若 b ≥ 3，則有： 3b > 2b2 + 1 = 33
x
2 b−2x =⇒ b > 3

x
2 b− 2x

=⇒ 2x > b(3
x
2 − 1) ≥ 3(3

x
2 − 1) ≥ 2x 矛盾成立。

(iii) 若若若 p = 2 ：：：
設 k − a2 = 2x，則 k + a2 = 2a−x，
相減得： 2a2 = 2x(2a−2x − 1) ⇐⇒ a2 = 2x−1(2a−2x − 1)，
注意： k− a2 6= 1，若 k− a2 = 1 =⇒ x = 0 =⇒ 2a2 = 2a− 1，但其中 2a2 為
偶數，2a − 1 為奇數，矛盾，所以 k − a2 6= 1。
接著回到相減式子，同理 (i) ，v2(RHS) = x− 1 = v2(a

2) = 2v2(a)，
設 a = 2

x−1
2 b 和 x = 2m+ 1，則 a = 2mb，代入得: b2 + 1 = 22

mb−4m−2



– 若 m = 1 : b2 + 1 = 22b−6，b2 + 1 = 22b−6 >︸︷︷︸
for b≥6

b2 + 1，顯然矛盾，無解。

– 若 m = 2 : b2 + 1 = 24b−10，b2 + 1 = 24b−10 >︸︷︷︸
for b≥4

b2 + 1，顯然矛盾，無

解。

– 若 m ≥ 3，因為 2m > 4m+ 2，則

2b+1 ≥ b2+1 = 22
mb−4m−2 > 2(4m+2)(b−1) ≥ 212(b−1) =⇒ b+1 ≥ 12(b−1) =⇒ b = 1

矛盾。

總總總結結結: 滿滿滿足足足題題題目目目條條條件件件之之之組組組合合合有有有 (a, p) = (1, 3), (2, 3), (6, 3), (9, 3) �
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請在信件中打字註明您的資料，包含：姓姓姓名名名、校校校名名名、校校校址址址縣縣縣市市市、系系系所所所、年年年
級級級 、班班班級級級、學學學號號號和 E-mail。


